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1. Introdução. Todo mateniãtico puro ou aplicado sabe quão irnpor~t.ante· 
é a det.et~Jllinação das raízes dum polinômio, alêrn de constitui!~ isso Lnn 
. . 
problema .que empolgou os n1atemãticos desde sempt~e. Co111 a pesquisa 
. . . 
sobr~e o assunto obti vet~a111-se vários resultados como 
. a fõr~mula para o polinômio de 2 ° gr~au .{Báskat~a); 
a fórmula para .o polinômfo de 3° gt~at. : {Cardano, Florido, 
Scipio del Fen··o, Tart.aglia).; 
.: a solução trigonométt~ica par~a o polinôrnio de 3° gn;u; 
. . a solução para o pol.inônüo de 4° grau (F en~3ri) ; 
. a in1pÓssibilidade de solução em tecmos c ~s coeficientes para 
. . c 
poliriô1nios de gr·au igual ou super~ior ao 5° {AbelJ Galois); 
t ~ r! I 1 . .-1 . (G \ . o em~errta tunuarnem.a da a gebra t auss}; 
. . 
a condição 0ecessãria para urna raiz set~ raciônal ; 
• ·a condição necessária e suficiente para· Lnll nCn-ner6 r~eal set~ LnT1 
limitante superim~, ou um limitante infet~ior do conjunto das 
, . 
ra1zes rea1s; 
.. 
o teor:ema do zero (\.Veier·stcàss) ; 
, ' . . ' pt~ocessos nurner1cos apt~oxunaaos; 
a regra do~ sinais (Descat~tes). 
Nosso objetivo aqui é apt~esentar- e justificar este último t-esultado 
. . 
do qual apenas a idéia parece ser devi.da a Descartes. E urn r-esultado 
pouco conhecido ou · ensinado; apesac de sua fã c i l · ap~icabilidade e 
impor-._tânc~a . .. , 
.-
1 
"' ' ..l c t oc·s .:JlnéHS 1.:E: .esca!~ .::s. ~ r·::wnecs 
v~l io:= .. ~s reais dum polinômi0 ~ 
a par-u :~. dós sinais dos ccsfic ientes ds :3:=.e polinôn1io. 
impm-t ante por· s1 n1esn1a, ou em conjunção con1 outros 
.t , _,.r , I t I 4.- ,l t f i .-, t • pe:::.qu1~.a oe r-ai zes pounoml'?lS, \.enco ern n1em e .que, paca 1ns -prsuco~. ~ 
Po!- -vc.l......, p•lo · O 
.. '= ... -..._ A. ' ' mero conheciménto do 
.... 
nurneP:J ~-tc::í '\.,(\ .... 
,. 
n :nzes 
11 
r.·O~"" ""'eq· •an~ r ,......., -~· nt·'"" ~ J 1~ L H .... · l\..Ct 1 •c~ '=·, do núrn et""D de ,.-.. '""' 1 ; .-,~\-.,.-, ~ .-1--'L' .1. ! l 1\ ... ll l ll L I 
i 
t ,., l . d . ""\.t ,, ~ \ J 1' car-ac .e:t-lst..lco· urna equar;ao Cl lfEJ~encla.!. Enea!-, nol-.,..,.:..1· +.-. i" "-~ .til \. C sa bar~ a f Dt'tl1 a 
da soiu~ão gecal dess a eal!.scão e 
. . 
~-reto r 
\_1 .I -· inÚTlecas ir'iortnaçüe:::. sobre o 
,...l, ll-v"\ .. ,c·1 1' ,.,o"n1ll r"':; ~ v--1 , rl' ~ .... iti- l 1 U'-.11 1 l-' · ~-1 1 i ,_! t::; l!l'- 1 l-U L,l..-: 
.... .~ 
·9S SU.5S TEliZeS . T"') 1 f t >' T ' .~ '\.• , h I r ~,.~ C;•.(c. r-n n' ' l 1 "Tl ~ ...... u-:-o·!\ .-. o a-' :-~ n- o ·-• L •l -·• •\.J - -t-1':~ _u • . '-' v '< - L''-' ,~t I-~ - ,C! 
iT1BSITtC> 
sinal. l\lía~ ex:arninacerno~. algo nr.::is ocofundo. 
o:=. polinômios t.ê.JTl coefic ientes r-eais; 
de modo gr'aLts de S 8L!S 
tecmos estejam srn ocdern decr-escente; 
. t . 1 • '·" ' f' . ~ 1 1 f::noramo~. os .errnos do2. D01 ~norr:nos com coe 1c1en ...  e nulo. 
·-· 
D• 1' ,.. ' ._r, ' "" J • 1 . 1~emos que urn ·po 1nonuc -.em un1a va1~~aç3o oe ~ 1na1 cusndo d::;is de 
seu~. coe fi c i ent.s2. consecutivos tern ~.i na l ··2 i f et:...ente. 
tern d ' "'...• l 1 ,~- '·- r, ~ rr r- r or L...\•=:::. ·vo "-.:J ,... ....... ·a= ..::· \.J 
4x + 1 
2 
•I 
_. .. '" P-• ' --.....- ---...... - .. ~---------r·~ 
. 
un1 pDlinômio de + ,--..- .. ::lt-· ; ,.., · ,..._,..,+::~c ·-~'"'! <"' I,..,l-·1.; ,...,a~en1 ·..... .. r-· ~.-_:.nl ·v , '-'Wt::!J. ..1.'-..-Ca h.- ·~_, 1 :::::•:::1 1..=. . J t .l.L. l . J '-·' ,;::] '- ,. 
T vaci .:1cÕes de sinal ' de o ( -;:::) , de · r.3Ízes pD.sl b vas de p (:x.) e de 
. . . 
· neg.=?ti vas de p(x) . /\ Regca dcs de enuncia 
f. {0 , 1' ') ... } I p~~-~ C' ·--•-ti1 J '.,,. .. !!, CJ _.c;~ \..i ~, + p =v -2j 
N v -2k C! • p~·-a ca-to I, 1\. f .r o t ., i, ' 1 ' \ ... ; 
Ela expressa sirnpl2smer.te que o nGmel-o de vari.::~·~Ões de su-.al dum 
.. t /'\ ' t . ,.. ' , ' ,.,. pollnDITllO e o nun'.et-o oe su.5s Ta1zes pc:·s1uvas e pat-·., e c1ue o mesmo 
ocm-ce com ·o nürneco de r-aízes ne-2'.5t.i v.::~~=-. 
_. 
E_xem.olo 1. 3 + t.em -::=.e . v :z: 1 , 
D(-x) 
! 
" .,- f • I r T ~ I , 
lu Llnlc::~ 'l ,..,"".~lo-·•ll '·· rl·-, 1-· ~1-~. ~ \ ··~ t- ,_,,_-:J .--1 - - .::j - c .J\-J .=:j: _t 
.. ,--o \1 - ·, e 
. - o . ir-.. ~,.. j - ) '--'5 '-' 
I, - 2 ; . 
.!. j~ 
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1 l . 
é 71=']Yl o: re 1 C:. '.fri H N 
.._ __ , · JW -- \· - '- "". 
n 
u . " l ,.. ( ·. . . '._.on:_ulmos oue· D.t :<1 ·ten1 urna r a1z 
• • • .L • ~ 
Exernolo 2. . . ~ . ~e1.s 
~.-
Aqui logo P = 
~ 'I 2j .~~i,_ i i i~~ ~: .. -. ~ ' ,~ i - o I - e .ss p~·-a J S-30 ou J .i ; t., po . .::.::::h Ll.:. .,_,.::l\_;:::;5 ::ll - -
'-' 
. ,., 
.p ~, p o .. A1" , . :_::(-x) · ., ? ,., ' .3 vê-se ent.ao - ou m.sso, - -·w~ -L-o >~~ T e qus - L, , \l~H! - ..... 
i ' , N - i 2"' L!Sat1c1o .... : valor possível :=~ ~ v e Clâ l que - - :'-.. ~. o UlllCO !J3!"'2 
. 
11 
' '-t .- k - o r t, r-~ - ! . r..,o.,...~,_..,.UE'lb=m'"~e'l"" • i) (>::) tsrrl ou ? e, GO P.,...,l-~0 1:::. .0 - ' ...... ! \ •...J\.o.J - .L • \_, l1 I;::,C;:-j ! ~ l • I ;.::::; ...; , 
' . . 
'? ,, ' 
, ._. poslt.l vas E urns ile;r a t. i v.s) b ·(nezativa1 e '-' . 
2 cornpl5:<2S {conjugadas) . 
• I 
___ .. '"'t:""'" ... ---~ ·-- ..... ,---~-------- ---- ..., 
E cla:o que as alle n1at ivas a.urnent anl c on-1 o núrneco de 
variações de sinal. 
·. 
Exen1r:lo 3 . Consideren1os p(x) 6 . P r-ocedendo 
como ac1m.s -..,ê-se que p(x) t.ern .un1a raiz ceal (positiva) e 2 ·paces de 
r aízes cornole:(a::::  conJ~ U'2'adas. Tentemos clete:;~n1 inâr a 
4 \..J • 
r a iz t~eal. Se f o r 
r acion.51 , s ecá uni dos númer~os +i ., +2 ., +3 , +6, 
+6 , +_i_ , 
- 5 - 25 J9 sabernos 
Tentemos i . A di visão de o(x) . por 
. . -
"-i 
·" 
pelo disposiU vo de R uffini 
forne::e : 
1 ~ ~ o ; 1 n 1· 1 ,-i r;._, -w .!..tU ~.L. u J. .l. 
25 - 1r ·"' ,- 45 ' " L..:J ~o ;:) { r-1. 
'":) 5. 25 46 46 :=j 7 51 l L. • l 
' 1. 
; 
I::::.so rnos~ra oue 
' 
1 ~ , f ,.. nao e r e1.z , n1as s um 
r a1z . O a l oori~rnn ds Ruffini Dar--a 2_/5 é. 
-c ~ _.._. t_ r-
"'1 L 
., 
-J ~-L. .:J o "j A Ll .o 11 -6 
---c-
-._) 
'i O A ~ o .1. r Lt .!. J. o 
.,~ 
L. J 10 ?' LJ O~ i O 15 o 
de p(x) . 
. 4 
O e.x:e~11plo. 3 teve a fina1id.:1de de rnostr.:u" corno o · concuJ~so da Regc2 
d :-)....... . , [' t - , ~- rt . c;-. .-,,- ""' ~ 0::::, '- .1. 1 •·:::11S u8 •8..:1Ldl e-.:1 ooup.s1- n1ui to trabalho 
. . 
na pesquisa ds:=. 
~ . 
'") o t ,_. d R d ~. I d o I 
...; . ernons r acao a e2.ra os .=J1 na1s e =e;::.cactes . Seja urn polinômio 
o{x) ·= 
. 
n. 
a '< -r n' . . 
PodenJOS suDor Ei > O 
• L ll 
w !:> 
,_. '-'0 
+ a--· ~ 1 ;:,Td. 
f o. ?l I • Corno r é 
. ,... . t ' .- ..r "" . • ~ • ·r'alze~. t}JSl .1 \/.ss. e u111 nLn-ner'o per nác· ne<2at.i vo. 
1 • I. \...i 
rai-r rio 
- J.t... u~- Pív) 
"''· 
,. 
se e S<J 
un1a r.::üz posi ti\:a de p(x) . Logo p (x) = (x-e) q (x) 
. n-1 ~~~ - k ~ + 
'-j \ " '·) - u 1 ;-.. n-
fini paca c: 
r I a 
I n 
I 
a n-1 
I r a 
- I n 
I a =b n-i · b ..., n n- ~ 
~ d' • r • t..sse 1:::.oos1 u vo nos 
• 
a ..., 
·n-L: .... 
1~ b 
n-2 
b ....... n-.j 
(aj nenhun1a niudança de ·2.il::al 
ocm~ra uma na 1 ~ linha; 
, 
POOC: 
. 
.• 
., 
ai 
l~ bi 
bo 
ar. 
u 
r~ b" 
u 
.o 
. ':· C na ..J 
. . 
, r-...... 1• r J.!l:to .sntes que 
.· 
(b) ocorrida uma Iliud.sno;a de sinal na 3° linha, e~te se 111antên1 cons-
tante pelo rnanç)s a~é a pr~õxirna rn l!dan;a de :::.ínal na ·1 ° l inha; 
( ) b t "' ' • d' r 't c a0 e 0 .e111 s1na1 uet~en e . 
Os dais primeit~os f.3tos· s3o óbvios a o tet~ceil~o v~::;m ae gue r-)0 a 
a0 +r~b0= O. Clar·ament.e 
·(a) e 
+ onde \i indica ü g 
v 
..L 
I 
q 
r ' 
·\C} -"-, - / + + v ~ v • f 
< + ' I ·' • r l'"""C' e v ' ·-=·t.. ' ., 
rníni1110 uma a tTlsn-::>s. 
+ 
'! ' 
d2 sinal de tv'ias tarTi bÊrn 
~1· na 1' '""~' rp 
.::, . ! • J. ~\...·~ 
con1preender a últ.irna irnpl ica;;âo en1 · dest3oue~ ob:::.ervBJllOS 
ql·p ~ , ·o ~~ do / ,. + "' .. . ... o ( . , -...-. ,.. -. - "'""'- 1 se e s o ~e v e par:-, po1~. an .. > ~.note gue e Ul11 rd.u ge.-::::~~ 
, r 
l . t . ·' f ', ·ogo 3rrl oc-!-n . o0 ; 
, -r ·.,.. C : ' .... , ~ O c..p ~ S_(. l :'=.? V 8 p;::;;·L~·J·· . r;r -1-l·Ü ;::;;~ ~ ~ r~ n.., <"' ]fl ~ 
.__._ \...· -- - ..... - ·· ........ ' ..... u in -·~·· · .;:,_ ··=! u '-J 
.. ) + I ........ I ~. I 
! .. ,,_, ) _,v 
r p 
+ e .\.t 
rJI,\:;' = . {x-r 'j r- '• • 1 i r'-"' ,._ ' . r ) \_,-.- , r;} Gr; \X , r •.r · 
'1. ~--=J.o R 
' -~·~· 
é um conveniente pollnôrnio . P elo visto acHlla, ( \ V' q ~ ·'' Í 
J. 
. , 
uma s:na1 ó rnsnDs no inínirno , q; (~.:) 
L. 
t.e111 
' ~.. . I ' 1 ; \ . _, ' ' nnr~ d-i ~ r;t;::, var1açoe~ ae :::.1na a n1enos c;ue p \XJ no n11n1n}o , ass1m 1 .... - '-'·~- ~, 
,. . c m1nnno. ~mno 
+ Psv, 
. 
\ 
\ 
? sir:al a n1enos cue 
J 
6 
t.efn 
2 
. no 
que lr:sduz o fato de gue o .númet-o àe raízes positivas de p(x) é menor· ou 
igual ao núrnec? de variações ·de si-na l de p(x) . 
r< • . , t ' ..1... d . 
· 'e·~m -~ -·- :::.s ·-a, . ..,.~ .- 'l;:lga · ·v~~ e .., ~ 1 
• ......J j'=i I ·=·1., • • • , ..=.N ..... 1 • .I.L...C.:'> I - l. •:::>:::, c i t ' ... ' 
as raízes corn plexas de p (x) . Clar~o, P+N +'21 = n. Not.ando que 
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'"' (....,_.,.. ) \:,_,_.,... . .., 
o ·~ .... , J 1 •• • . ~ .1 c fJ 11 ' • . l .. 
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